MECANICA RACIONAL

S

SEGUNDA PARTE

DE LOS SISTEMAS MATERIALRES

( Continuacion )

T.a clipse central de inercia es enténces una circunferencia;
en efecto, en el caso del tridngulo equildtero, cada una de las
tres alturas es eje principal de la elipse central, esta debe ser
por consigiiente una circunferencia.

1.0 mismo sucede para un poligono regular.

Momenios de inercia de una corona limitada
por dos curvas homotéticas

Sean dos curvas homotéticas i un eje que pasa por-el centro
de similitud; » la razon de similitud. El momento de inercia de
una de las dreas es la suma de los productos #2dy 1, para pasar
de esta drea a la otra, basta reemplazar cada elemento 4w por
otro homotético dw’ i 7 por n7; pero dw’ es igual a #2dw, luego
la razon entre los momentos de inercia de las dos curvas es 7%,
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Consideremos ahora (fig. 53) tres curvas homotéticas C,, (', C;

sea O el centro de simili-
tud i OX un ¢je cualquie-
ra que pasa por este pun-
to; supondremos que las
curvas € i (7 limitan la
corona. Sean £, el 4rea
intericr de la curva C,, 7o
su momento de inercia,
respecto de OX; Q el drea
de la corona, / su momen-
to de inercia. respecto del
mismo eje; sean final-

i

mente = 1 7' las razones

de similitud de Ci €’ a C,. tendremos evidentemente

I=('t—nt) ]

I ;o sy

R={(n"—wn

2)90

La curva (s es una curva ausiliar que podremos definir de

tal manera que su drea sea igual al drea de la corona, entdnces

Q=0Q, 1 se tiene

=t =1

Luego

I=(2u*+1)1o

Se ve que / es igual a /, cuando 2 es igual a cero, entdnces
la curva C se reduce a un punto ila curva (' se confunde con
Cy; por lo demas, / aumenta indefinidamente con #.

I.a térmula obtenida mas arriba, se aplica a todos los ejes,
tales como OX, que pasan por el punto O, luego la elipse de
inercia de la corona en el punto O, es semejante a la elipse de
inercia del drea limitada por la curva (..
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CAPITULO X1V
TEORIA JENERAL DE LAS MAQUINAS.—ROZAMIENTO

Una maquina es un sistema que trasmite i trasforma el tra.
bajo de las {uerzas. Su objeto es de vencer ciertas resistencias
determinadas 1 de producir cierto frabaso 2t/ El movimiento
mismo enjendra otras resistencias, como el rozamiento; éstas
deben ser vencidas tambien por la mdquina i, por consiguiente,
absorven imiitilmente una porcion mas o ménos grande del

rabajo. ‘

Sea lo que fuera, una maquina puede ser considerada, en je-
neral, como un sistema material, sometido a fuerzas motrices i
a fuerzas resistentes: las primeras tienen un trabajo poszfivo: es
el trabajo motor; las otras un trabajo negativo: su valor absolu-
to es el frabajo resistente total i comprende el trabajo util i el
trabajo de las resistencias pasivas como el rozamiento

Apliquemos a este sistema material el teorema de las fuerzas
vivas: sean durante cierto intervalo de tiempo #—2,, 7, el tra-
bajo motor, 7, el trabajo resistente total i, en los momentos
214, v 1w, las velocidades de uno de los puntos de la médquina;
m la masa de este punto, se tiene

(1) —;va” — %_\:mv‘,‘z =7,—=17,

Esta ecuacion contiene toda la teorfa de las mdquinas.

De una manera jeneral, cuando se quiere poner una maquina
en marcha, se suprimen las resistencias hasta que la fuerza viva’
de la mdquina haya adquirido cierto valor determinado; entén-
ces, durante este primer intervalo de tiempo, se puede despre-
ciar 7, ; por otra parte, la fuerza viva inicial Zmwv,® es nula, lue-
go la formula (1) se reduce a

Asi, al principio, el trabajo motor es empleado en dar cierta
cantidad de fuerza viva a la maquina.
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En seguida, cuando la maquina ha llegado a su réjimen nor-
mal, la fuerza viva oscila jeneralmente entre ciertos limites i
1 vuelve a adquirir el mismo valor despues de ciertos intervalos
de tiempo llamados periodes. Supongamos que el intervalo de
tlempo 7— £, comprende uno o mas periodos, en estos dos mo-
mentos la fuerza viva de la maquina tiene un mismo valor, lue-
go la férmula (1) se reduce a

o= Tm - Z‘r

El trabajo motor es, por consiguiente, igual al trabajo resis-
tente.

Finalmente, cuando se quierc parar la maquina, se suprimen
las fuerzas motrices; supongamos entdnces que 4o sea el mo-
mento en que se suprimen estas fuerzas i # el momento en que
la maquina ha vuelto al reposo, la férmula (1) dard

Tinveti=1,

N

Por consiguiente, en este dltimo lapso de tiempo, la fuerza
viva de l]a méquina produce un trabajo resistente i devuelve el
trabajo motor que, al principio, se habia gastado para poner la
maquina en marcha.

Lo que se gana en fuerza se pierde en velocidad,

Despreciamos las variaciones de la fuerza viva de una ma-
quina durante su réjimen normal, tendremos, a cada momento

Representemos ahora las fuerzas motrices por una sola fuerza
£ dirijida a cada instante segun el cambio de lugar de su punto
de aplicacion i sea I/ la velocidad constante de este punto,
durante el tiempo 47 el trabajo motor serd igual a

Fx Vdt
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Representemos tambien las resistencias por una sola fuerza f,
dirijida a cada instante segun el cambio de lugar de su punto
de aplicacion i sea v la velocidad de este punto, en el momento
considerado; durante el mismo intervalode tiempo &%, el trabajo
resistente total serd igual a '

JSXudt
Se tiene por consiguiente

FVdi=fedt
O bien
Fl=jfv

Esta férmula es la espresion analitica del adajio enunciado
mas arriba '

Rendimiento de una mdgquina _

El trabajo resistente total 7, es la suma del trabajo atil 7,1
del trabajo 7¢ de las resistencias pasivas, luego

. =7, +7y
I, como el trabajo motor 7, es igual a 7}, se tiene tambien

Tm:Tu '}"Tf

Se llama rendimienito de la miquina, la razon entre el trabajo
util 1 el trabajo motor, luego o

. L. 7 A
Rendimiento=22 =1 -2
["l T‘n

Movimiento perpetuo

Si se pudieran suprimir en una mdquina, todas las resisten-
cias pasivas, el rendimiento seria igual a uno. Este es, por con-
siguiente, el mdximo tedrico del rendimiento: el trabajo motor
es enténces exactamente igual al trabajo util. Una maquina as{
perfeccionada podria tener un wweinmidenio perpétuo despues de
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haber recibide cierta impulsion inicial i sin que se gaste, en
seguida, ningun trabajo motor, pero el trabajo Util seria entdn-
ces igual al trabajo motor, €s decir, igual a cero. Esto eslo
unico que pueden anhelar 1§jicamente los inventores del movi-
miento perpétuo.

Potencia de nna mdguina

Se llama pofencia de una maquina, la cantidad de trabajo que
ella puede producir durante la unidad de tiempo.

Segun esta definicion, las dimensiones de la potencia son las
del cociente de un trabajo por un tiempo o las del producto de
una fuerza por una velocidad.

La undad de potencia es el caballo-vapor, es decir, la potencia
de una m#quina hipotética, capaz de producir un trabajo de ;5
kilogrametros por segundo. Sc recordard que el kilogrametro
es el trabajo necesario para levantar un peso de un kilégramo
a un mctro de altura.

Sea, por ejemplo, F la resistencia total que vence una ma-
quina i V la velocidad del punto de aplicacion de esta resisten-
cla: s1 & es espresado en kildgramos iV en metros por segundo,
se tendra,.para la potencia € de la mdquina, espresada en ca-
ballos-vapor,

Aplicacion.—Una locomotora arrastra un tren con una velo-
cidad de 30 kiémetros por hora, la resistencia vencida es equi-
valente a una fuerza de 4 toneladas; calcular la potencia de la
maquina.

Se tiene en este caso

£ =4000 kilégramos

O X 1000
V= %O—\(%—CT metros por segundo

Luego

4000 X 50 X 1000 :
=4900X 50X 1000 741 caballos-vapor
i 60 x 60 X 75



MECANICA RACIONAL 139

DE LOS VOLANTES

Se lama wolantz una rueda, de masa i radio convenientes,
concéntrica al dréol principal de una maquina; el arbol princi-
pal estd en relacion directa con las fuerzas motrices 1 gobierna
todos los demas érganos de la mdguina.

En jeneral, la intensidad de las fuerzas motrices varia perid-
dicamente, luego tambien las velocidades de los diferentes or-
ganos de la mAquina son variables, de ahi nacen choques iro-
zamientos que absorben una parte del trabajo motor. Es para
disminuir esta pérdida de trabajo que se trata de reguiarizar lo
mas posible el movimiento de’la mdquina i se comprende que
para’esto habra que regufarizar el movimiento de rotacion del
arbol principal.

Se sabe que, cuando un sdlido jira al rededor de un eje, el
efecto de las fuerzas sobre la velocidad angular de rotacion es
tanto mas pequefio cuanto mas grande es el momento de iner-
cia del sélido respecto del eje; se concibe asi que la regulariza-
cion del movimiento de una maquing, sera tanto mas perfecta
cuanto mas grande sea el momento de inercia del volante.

Sin embargo, en la préctica, no se puede aumentar indefini-
damente este momento de inercia i se determina su valor de
tal manera que las velocidades minima 1 midxima, o; 1 w,, sa-
tisfagan a la relacion.

I w; +w,
2 We —wy = — ——————
(2 P g 2

El ntimero 7 se llama coeficiente de regularizacion i su valor
varfa practicamente entre 30 i So.

Célculo practico de los volantes

Sea O el centro de la circunferencia del volante, i, a cierto
momento ¢, O la posicion de uno de sus radios, § el 4dngulo
de O con cierta direccion fija.

El trabajo motor 77, iel trabajo resistente total 7% conta-
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dos desde cierto momento inicial /, hasta el momento 2, seran
funciones determinadas de 8 1 estas funciones dependeran de ia
naturaleza misma de la maquina i de ias fuerzas que obran en
ella.

Escribamos

T =1F(6)
7, :f(G)

La ecuacion jeneral (1) toma entdénces la forma

(3) —;—Eimff LSyt = F(8)—f(0)

Para mas sencillez supondremos que, en el momento inicial
Z, el dngulo 8 es igual a cero. Durante el réjimen normal, el
movimiento de la mdquina debe ser periddico i el perfodo debe
ser el tiempo correspondiente a una vuelta del volante; segun
esto, las fuerzas motrices i resistentes deberan satisfacer a una
primera condicion, la cual espresa que la fuerza viva Zwmw? es
igual a Zmwe? cuando el dngulo 8 es ignal a 2. Se tiene por
consiguiente, segun (3)

(@) Flam)y=f(2m)=0

Sea ahora / el momento de inercia, todavia incdégnito, del
volante i @ 1 w, sus velocidades angulares en los momentos 7 i
Z,; despreciemos la fuerza viva de todas las piezas de la maqui-
na delante de la fuerza viva del volante, la ecuacion (3) se re-
ducird a la siguiente:

(5) —Lw* = Loy = F(0) = f(6)
Pongamos
© F0)—f(0)=¢(6)

Los maximos i minimos de o corresponderan a los maximos
i minimos de ¢ (8), luego los valores correspondientes de @
averiguaran la ecuacion

¢ (8)=0o
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Se encontrardn jeneralmente dos soluciones 9,, 6,; la pri-
mera correspondera a una velocidad angular minima w, la otra
a una velocidad angular mdxima o, i se tendrd, segun (5) 1 (6},

T IU
[(I)-) - Wo :(f)\e_;)
Luego
[ = (0,)— $(6))

Ahora la condicion (2) puede escribirse tambien

o

Luego el momento de inercia / del volante debe satisfacer
a la relacion

7 [-on = ¢ (0= (6,)

Hemos representado por & (2+) la espresion del trabajo mo-
tor correspondiente a una vuelta entera del volante. Pongamos

$(0:)=¢(0,)
) D)k

La cantidad X sera un coeficiente numérico, cuyo valor de-
penderd de la naturaleza de la mdquina; la relacion (7) se re-
duce entdnces a

[t =KF(em
7
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Luego

Sea ('la potencia de la mdquina espresada en caballos-va-
por i /V el numero de vueltas del volante en un minuto; se ten-
dra sensiblemente

Luego

]“/zf{'Cx BoX 75

4wt N3

En este cdlenlo aproximado se puede considerar el volante
como una simple circunferencia pesada; sea X su radio i 2 su
peso, ¢ la gravedad; se tendrd

1=Lre

o
S
Luego

pre_tKCrx60x 75
472 ‘\/7 3

Como el coeficiente de regularizacion # es comprendido je-
neralmente entre 30 i 80, adoptaremos aqui »=750; el numero
& de vueltas del volante al minuto serd jeneralmente mayor
que 100, escribiremos entdnces
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Adoptemos finalmente g=9™80 i tendremos

(9) PR*=201 KC { %9 \’
\

En esta férmula, 2 es el peso del volante en kildgramos, &
su radio en metros, ¢ la potencia de la maquina en caballos-
vapor, /V el namero de vueltas del volante en un minuto; X es
un coeficiente numérico que depende de la naturaleza de la

maquina.

Aplicaciones
Valor del coeficiente K en lo manivela de simple efecto

En la manivela de simple efecto, la fuerza motriz obra solo
durante una media vuelta del volante i queda sensiblemente
constante en magnitud, direccion i sentido durante este lapso
de tiempo. Sea &, su intensidad media i 2 la lonjitud del brazo
a la estremidad del cual estd aplicada #, Supondremos que
la fuerza obra cuando la orientacion del brazo varia desde 6=0
hasta 0=+r; para un valor cua'quiera de 8§, comprendido entre
o 1, el trabajo motor tendrd por espresion

Tw=F(0)=Fpa(1—cos )

Sea ahora F, laresistencia, supongamos que esta fuerza que-
da sensiblemente constante i obra tanjencialmente a una cir-
cunferencia de radio &; supongamos ademas que esta circunfe-
rencia da u vueltas, cuando el volante da una vuelta, el trabajo
resistente correspondiente a una rotacion 6 del volante serd
sensiblemente )

T, =7 (6)=F. bud

Ahora el movimiento del volante debe ser periédico despues
de cada wvuelta i, segun la condicion (4), se debe tener

Fza)—f(2m)=0
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Se tiene aqui
F2m)=F(w)=F,Xz2a

Flam)=F, bpux2x
Luego se debe tener
&XO) F,,,t‘t:f"r /I‘;,L',T
Se ha escrito ahora

¢ (B)=116)—/ ()
Luego
b (N =F a1 —cos O)—F, buw

O bien, segun (1o

N

Los maximos i minimos de la velocidad angular del volante
corresponden a los méximos | minimes de ¢ (0), luego los va-
lores correspondientes de § averiguan la ecuacion

. 1
(11) sen §——=0

a

Como la derivada segunda es cos §,se ve que el dngule, agu-
do 8, que satisface a la ecuacion (11), corresponde a un mini-

mo de ¢ (&), la otra solucion 8, es enténces igual a = —8, i se
tiene

| =)

Luego

$(8,)—$(0,)=Funa2cos b, — 1+

\ v

V]
[eet
i
e’
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Finalmente
A=
cen f), = -
7
Ll cdlculo numérico da
AN=0;551
Al Hevar este valor en la fermula jencral (9] se obticue
(12) P/-—‘x Ct\]j({/o}
Supongamos por cjempla que (=10, V=200, K=un metr:

se obtiene

1.3

Maonive o de idoble ejecio
En esta manivela, la fuerza motriz obra durante una vu-l'a
entera del volante p-ro cn un sentido determinado desde €=0
hasta == 1 en scntido opuesto desde == hasta =2+ S a

5
todavia /7, la intensidad Je la fuerza motriz, se tendrd, como
mas arriba

Pero ahora

1.a condicion de periodicidad es enténces

4 a II"‘” - Ir"r /."/u A 2=

- =4

TOMO €
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T

1 se tiene

PpO)=Fna

N
<
——

3 i

P )="Fua

se

q]xo

\._”,
O

(\

Sea todavia 8,

2
angulo cuyo senc es =, este valor como
w
mas arriba corresponde a un minimo de ¢
pondiente al maximo es

(8) i el valor corres-
~—0,, luego

/ . -
P(0,)—p(6,)= ma‘\2c0591—2+4 X

Finalmente

El calculo nu

me

mérico da

K=0,10%

Luego, al llevar este valor en la formula (9) se obtiene

(13)

Como se ve, la regularizacion del movimiento de esta ma-

«
quina se puede hacer, en las mismas condiciones, con un volante
cinco veces mas liviano.

DEL ROZAMIENTO

Para hacer resbalar un cuerpo sobre otro, es necesario de-
sarrollar cierto esfuerzo finito i, para mantener en scguida la
velocidad de resbalamiento constante, es necesario empujar
constantemente el cuerpo mévil. Hai por consiguiente una re-
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sistencia que se opone al resbalamiento de los cuerpos unos
sobre otros; esta resistencia se Hlama rozamiento.

Coulomb establecié esperimentalmente las leyes siguientes:

El rozamiento es: 1.° proporcional a la presion normai de los
cuerpos que rozan; 2.° independiente de las superficies planas
en contacto; 3.2 mayor a la partida que durante el movimiento;
4.2 independiente de la velocidad durante el movimiento. Ade-
mas, el rozamiento depende esencialmente de la naturaleza i
del estado de las superficics en contacto, de su pulido mas o
ménos perfecto i de los lubrificantes.

Esto resultados suponen que la presion normal ila velocidad
de resbalamiento quedan comprendidos entre ciertos limites
determinados.

Condiciones de equilibrio de un cuerpo apoyado sobre ur plano,
cizando se toma en cuenta el rosamicnto

El cuerpo puede tocar el plano en un nimero cualquiera de
puntos. Se llama entdnces poligano de apoyo el poligono con-
vexo, de drea minima. que contiene en el interior todos los
puntos de contacto. Es bien evidente que los vértices de este
poligono son puntos de apoyo.

En cada punto de contacto, el p'ano ejercita una reaccion
sobre el cuerpo i cada una de estas reacciones puede descom-
ponerse en una fuerza normal al plano i en otra f{uerza situada
en el plano. Los componentes normales tienen evidentemente
todas un mismo sentido, luego ellas son siempre equivalentes a
una fuerza Unica iV, cuva linea de accion encuentra el plano en
el interior del poligono de apoyo; ademas si V es nulo, las
componentes normales son separadamente nulas.

La intensidad de cada componente, situada en el plano, es
proporcional a la componente normal correspondiente, luego
si /V es nulo, las componentes situadas en el plano son separa-
damente nulas.

Para queel cuerpo considerado quede en reposo, es necesa-
rio que las fuerzas esteriores i las reacciones del plano se hagan
equilibrio. Se puede ver desde luego, que las fuerzas esteriores
no pucden ser equivalentes a un par unico. En efecto, si esto
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sucediera, ¢l par inico deberia equilibrar la fuerza normal Vi
las reacciones situadas cn el plano; lo que es evidentemente
imposible. '

ter Caso. Las fuersas esteriores gque obyan sobre el cuerps son
equivalenies a una frerza inica T,

Seca 47 el punto en que la linea de accion de esta {uerza en-
cuentra ¢l plano; descompongamos en este punto la fuerza /7
en dos componentes: una 7, normal al plano, la otra 7, situa-
da en el plano.

Para que el cuerpo esté en equilibrio es necesario, en primer
lugar, que #, ila reaccion normal /V sean iguales, de sentido
opuesto 1 situadas sobre la misma linea de accion; esto demues-
tra ya que el punto 4/ debe estar situado en el interior del po-
ligono de apoyo. En seguida la componente 7, debe ser menor
que el rozamiento.

Segun las leyes esperimentales de Coulomb, el rozamiento
correspondiente a una presion normal V puede representarse
por fN. El coeficiente 7 es el coefiizente de rozamiento. Se debe
tener, por consiguiente

}:r </QL«‘“
Sea « el dngulo de 7 con la normal al plano i sea
Fetei
La relacion precedente equivale a
a <17
El angulo 7 se Hama angule de rezamzento.
| Caso jeneral

Se podrd siempre reemplazar las fuerzas esteriores por una
resultante /& aplicada en un punto A7 del plano i un par cuyo
eje (& es perpendicular al plano.

Reemplacemos tambien / por las componentes /~,, &,
aplicadas en 7; la componente /, debe equilibrar &V, luego
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1.v el punto A7 debe estar situado en ¢l interior del poligono
de apoyo; 2.° el dngulo o de I con la normal deberd ser menor
que el angulo de rozamiento; 3.2 el eje del par de las reacciones

de rozamiento, relativo al punto 47, debe ser menor que .

Aplicacion al equilidric de un cucrpo pesado
apoyado sobre un plano inclinado

Sca (fig. 54) un cuerpo de peso 7 apoyado sobre un plane
inclinado, 1 / una Fig 54
fuerza aplicada di-
rectamente a su cen-
tro de gravedad G,
en el plano vertical
que contiene la linea
de mayor pendiente.
Sea 6 la inclinacion
del planoi 8 el dn-
gulo de & con la di-

reccion ascendents
GX de la linca de
mayor pendiente.
Las dos fucrzas 2 i / son equivalentes 2 una fuerza unica apli-
cada en G, sea /V la componente normal de esta resultante, en
el sentido GAV i 7 la componente dirijida, segun la linea de
mayor pendiente, en. el sentido de G.X, se tiene

\ N=Pcosf—FsenfB
(8) ‘
( I'=F cos8~Psen §

1La primera condicion para que haya equilibrio es que /V sea
positivo; el cuerpo estd entdénces empujado hacia el plano.

1.2 Supongamos que 7 sea positivo; el cuerpo tiene tenden-
cia a subir, pero el rozamiento le opone una resistencia Jue
puede ilegar hasta ser igual a /V, luego para que haya equili-
brio basta que

T—fN <o
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Reemplacemos 7'1 V por sus valores (8) i f por Zgz, se tendra

tambien
©) Fcns(z—,@)—— Qeﬂ\ZTe) 0
CCs Z
O bien
£ sen (i4:9)
cos (£—3)

Si F llega a ser igual al segundo miembro, el cuerpo estard
todavia en equilibrio, pero una impulsion ascendente le dara un
movimiento ascendente uniforme.

La férmula obtenida muestra que el valor minimo de # que
hace subir el cuerpo con ua movimiento uniforme, corresponde
al caso de 7=43, entdnces

F=~Fsen {{+8)

2.0 Supongamos 7 negativo; el cuerpo tiene tendencia en
bajar, pero el rozamiento le opone todavia una resistencia que
puede llegar a ser igual a //V; luego para que haya equilibrio
es necesario

(=1)—fN <o
O bien si se reemplazan 7 i V por sus valores i / por Zg7

— 7 cos (74 B3)+ Psen (6—7) z)

N
(r0) cos
O bien
Psen (B-—-1)
“cos (1+8)

Si Fes igual al segundo miembro, el cuerpo ests todavia en
equilibrio, pero una impulsion descendente, le r]ara un movi-
miento descendente uniforme.

El valor minimo de & que dd al cuerpo un movimiento des-
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-cendente uniforme, corresponde ahora al caso de 8= —71 el
valor de & es

F=Psen (6—2)
Caso particular
Si la fuerza £ estuviera nula, se tendria
T=—FPsenp

fuego el cuerpotendria solo tendencia en bajar; la condicion (10)
se reduce entdnces a ‘

o<
- St 6=7, el cuerpo se mantiene todavia en equilibrio,” péro

una impulsion descendente le dard un movimiento descendente
uniforme.

A. OBRECHT

{ Continunard)




